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Le modéle

On propose des modéles de couplage entre
@ un obstacle (une particule) ponctuel(le), de masse m et de position h;
@ un fluide compressible et non visqueux;

@ qui n'ont pas la méme vitesse.
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Euler / particule et Burgers / particule

L'interaction entre le fluide et la particule se fait a travers une force de
frottement qui tend a rapprocher leurs vitesses respectives.

Fluide décrit par les équations d'Euler
1

L1 ] 5
Ft) = D p(t, h(t)), p(t, h(t)) u(t,h(t)) — ht)

%+ d.(pu) =0,
£(pu) + 0 (pu? + c2p) = —D(p, p(u — hH)y(r) (X).

Fluide décrit par I'équation de Burgers
1

mh§t) = Au(t, h(t)) — h'{)),
0. + 055 = —A(U(t, h(t)) — N8y ().
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Euler / particule et Burgers / particule

L'interaction entre le fluide et la particule se fait a travers une force de
frottement qui tend a rapprocher leurs vitesses respectives.

Fluide décrit par les équations d'Euler
1

L1 ] 51
Et) = D p(t, h(t)), p(t, h(t)) u(t,h(t)) — ht)

%+ d,(pu) =0,
£(pu) + dx(pu? +c2p) = —D(p, p(u — h)d) (X).

Fluide décrit par I'équation de Burgers
1

mh™t) = Au(t, h(t)) — ht)),
deu + 0L = —A(u(t, h(t)) — hXt))8y(r) (X).

@ Sens a donner a 'EDO?
@ Sens du produit non-conservatif ?
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@ Euler / particule : probléme de Riemann immobile bien posé

© Burgers / particule : probléme couplé bien posé

© Schémas numériques pour Euler/particule
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Propriétés qualitatives (formelles) des solutions

L1 [ (I
Emif(t) = D p(t, h(t)), p(t, () (u(t, h(t)) — h'(L))

% + 0,(pu) =0,
£(Pu) + 0x(pu? +c2p) = —D(p, p(U — hH)dp(e) (X).

@ Conservation de la masse du fluide : p—(u— —v) = p(uy — V).

p—,u— P, Ut

p—,u— P+, Uy
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Propriétés qualitatives (formelles) des solutions

L1 [ (I
EmE{t) = D p(t, h(1), p(t, h(©)(u(t, h(t)) — h(D)) |

% + 0,(pu) =0,
£(Pu) + 0x(pu? +c2p) = —D(p, p(U — hH)dp(e) (X).

@ Conservation de la masse du fluide : p—(u— —v) = p(uy — V).
1

o Conservation de I'impulsion totale  pudx + mh":
R

mh™t) = (p- — p1)lc* — (u- — h(uy —hY].
1 m
o Décroissance de I'énergie totale  pu?dx + E(hﬁ%
R
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Définition du produit non conservatif

Pour plus de simplicité on prend D(p, pu) = Apu avec A > 0.

1
0:p+0x(pu) =0

9:(pu) + dx(pu? + c2p) = —Apudy(x) M

Comment définir le produit Apudy(x) ?
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Définition du produit non conservatif

Pour plus de simplicité on prend D(p, pu) = Apu avec A > 0.
1
0:p + 0dx(pu) =0

1
0 (pu) + Ox(pu® +c?p) = ~ApuH(x) 4 H
—£& A
Comment définir le produit Apudy(x) ? En régularisant le Dirac.
Les valeurs en X = —€ et x = € des solutions stationnaires de (1) et C! par

morceaux sont indépendantes de H. et de €. Elles vérifient toujours les
mémes relations :

1
1 P-UeT P+ =4
2 2 2 2
—+cip- — T +cpy =,

O<u-<c¢c = 0<u; <c,
—C<U; <0 = —c<u-<0.
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Zoom a l'intérieur de 'obstacle |

1
0:p+0,(pu) =0
2 4 A2y — (1)
9:(pu) + O, (pu? + c2p) = —ApuHH(x)

On cherche une solution stationnaire de (1) (qui dépend seulement de x).
Sur un intervalle on la solution est réguliére on a
1 1
(pu)™=0, (pu) = q,

(ou? + c2p)= —ApuHLX), (Z +c2p)"= —A(aH) x).

Si la solution est discontinue en & € (—¢, €), alors

o)
N

q@€-) =a(€+) et pE-)pE+) = o2

Ce choc est entropique si et seulement si U(§~) >cC siq >0 et
U(E+) < —C SI q < 0 dessin au tableau
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Zoom a l'intérieur de |'obstacle 1l

1
0:p +0x(pu) =0

0:(pu) + 0x(pu? + c2p) = —AuHHX)

On cherche une solution stationnaire de (1) (qui dépend seulement de x).
Sur un intervalle ou la solution est réguliére on a

1 1
(pu)P=0, (Pu)"=gq,
(P2 +c20)7= “AIHIX),  (—q2In(p) + c2£) = —A(GH.){x).

Si la solution est discontinue en & € (—¢, €), alors

N

9E-) =A@ et PE-IPEN) = 5.

Ce choc est entropique si et seulement si U(§~) >cC siq >0 et
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s du germe pour différents frottements

D(p,pu) =u? D(p, pu) = p*u
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Définition des solutions pour une particule immobile

De mé&me on définit des conditions d'interfaces pour tout frottement D.

On voit la particule comme une interface, a travers laquelle on impose les
relations précédentes.

1
0:p+0x(pu) =0, te Ry, x € R,

0:(pu) + dx(pu? + c2p) = —D(p, pu)do (x),

L1
+0,(pu) =0, t e Ry, X #0,
apu) + 0x(pu® +¢c%p) =0, — T
p—u—=py(t)us:=q,
£l ,u_), (04, U)) € Gp(0), (g§+c2p_)—(g+c2p+) A,

subsonique en entrée [subbsonique en sortie
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Probléme de Riemann

0:p + 0x(pu) =0, Ple=0 = Prlx<o + Prlx>0,
9:(pu) + 0x(pu? + c?p) = —D(p, pu)do, Ule=o = Urlxco + UrL >o.

Théoreme (A.)

Soit g = pu la quantité de mouvement du fluide. Si la force de frottement

D: REXR — R
(@) = D(a)

a le méme signe que u, et si
@ pour tout p >0, g — D(p,q) est croissante;
@ pour tout g # 0, p — |D(p,q)| est décroissante;

alors le probléme de Riemann a une unique solution autosemblable.

o D(p,u) =pujul, D(p,q) = @ . existence et unicité;
e D(p,u) = p*u, D(p,q) = p3q : jusqu'a trois solutions.
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Allures subsonique

et supersonique

-> vidéo
densité densié
9] T T 3
= lambda=4
I = lambda=4
: :amxaj 25¢ === lambda=2
amoda= oL — [amihda=1
1 15k
1
4 05f
0 | | | | | | | | | L L
<005 004 003 -002 000 0 001 002 003 004 005 005 0 005 01 01
vitesse .
25 ; . vitesse
T
2
—9 6 L ]
15 1
1+ 14 i
05F 17 7
0! 1 1 1 1 é 1 1 1 1 L é 1 1
-005 004 -003 -002 -001 0 001 002 003 004 005 -0.05 0 0.05 01 01
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Asymptotiques

Considérons le frottement D (p, pu) = AD1(p, pu).
® A — +oo : la particule devient un mur rigide.

@ A — 0 : la particule disparait.

densité

| =
8r — lambda=400}| 8 —— lambda=0.01
—_T ] a_\ ]

I I I I I I I I
-005  -0.04 -003  -0.02 -0.01 0 001 0.02 0.03 0.04 0.0

I I I I I I I I
*5’05 -004  -0.03 -0.02 -0.01 0 001 0.02 003 0.04 0.0

vitesse
T

L L I L I I L L L L + L I I I
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 00 -0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 003 0.04 0.0
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Structure de la preuve + pourquoi trois solutions ?
Gp(0)
U-
U

x7/t

pu (0=

\
o
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Probleme de Riemann pour Euler sans particule

Pr

Py

x/t
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Probleme de Riemann pour Euler avec particule
,7 Pi
L ] e

x/t

D(p, u) = p u? D(p, u)=p* u

(PrUg) (Prlig)

quan}ité Rde mouvement |
quantité de mouvement _

densité densité
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Probleme entiérement couplé

La position de la particule fait maintenant partie des inconnues.

1

E=d + 0.(pu) =0, t e Ry, X € R,

%}{) +0,(pu? +c2p) = —D(p, p(u — h))dp() (%),
mh'{t) = D(p, p(u — h%).

On reformule 'EDO en utilisant la conservation de I'impulsion totale.
L1

+0,(pu) =0, t € Ry, x # h(t),
%u) + 0, (pu? +¢c2p) =0, 1 —t
p(u-—H)=p () us —H'):=a, 1
& u) (0 u)) € 6o, T (22 )—(2+20)na, T

subsonique en entrée [subbsonique en sortie

mh{t) = (p- — p)[c? — (u- — hY(us — hi].

v
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Quelques propriétés du probléme couplé

La particule va plus ou moins vite que le fluide : p~(u™ —h") =p*T(t — h').
mh” =D(p,p(u—h")) VS mh”"=(p_ —py)c® - (u_ —h")(u; —h"]

L’accélération de la particule a le bon signe. L’énergie totale décroit. J

Existence locale

pour des données initiales h
subsoniques Vérifiant les conditions
d’interface.

@ On obtient un systéme t
d’EDO liant p_(t), p(t),
a(t) and v (t).

@ On étend la solution au
domaine tout entier par la
méthode des caractéristiques.
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Bille chutant dans un tube

Bille chutant dans un tube de longueur 1m.

L1
mH"= A(u(t, h(t)) — ht)) — mg — v, (h,

=

+ d,(pu) =0,
%U) + 0x(pu® + ¢?p) = —A(U — 8y (x) — gp — vs(p, u),
% 1/225,u° = 0, h(0) = 0.35, h'{0) = —2.5,
2=+ 5 m2.kg.s™!, g =9.81,c = 15,
vsp, u) = 10~8pulu|, v;(h = 1072h"

@ R. Borsche, R. M. Colombo, M. Garavello
On the Interactions between a Solid Body and a Compressible Inviscid

Fluid
Interfaces and Free Boundaries

Nina Aguillon (LJLL) Couplages fluide / particule 18 / 29



Bille chutant dans un tube

velocity of the particle

005 01 015 02 025 03
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© Burgers / particule : probléme couplé bien posé
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Le couplage Burgers/particule

1 )
0:u + 6X”7 = —)\(U — hqéh(t)(X),

mhTt) = A[u(t, h(t)) — ho)].

Ut

@ F. Lagoutiére, N. Seguin et T. Takahashi. A simple 1D model of inviscid fluid-solid
interaction. J. Differential Equations

@ B. Andreianov, F. Lagoutiére, N. Seguin et T. Takahashi. Well-posedness for a
one-dimensional fluid-particle interaction model. SIAM J. Appl. Math.
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Le couplage Burgers/particule

L1 -
9.u + ax%2 = AU — h33j0) (%), Théoréme (ALST)

mh™t) = A[u(t, h(t)) — h{t)]. Le probléme de Cauchy est bien posé.

uy \% ,/V/)/

V

@ F. Lagoutiére, N. Seguin et T. Takahashi. A simple 1D model of inviscid fluid-solid
interaction. J. Differential Equations

@ B. Andreianov, F. Lagoutiére, N. Seguin et T. Takahashi. Well-posedness for a
one-dimensional fluid-particle interaction model. SIAM J. Appl. Math.
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Comportement qualitatif

@ La particule entraine le fluide a vitesse au plus A;

: U—+ U,
@ sa vitesse se relaxe vers ———

= Time= 0.2
Time= 0.3
= Time= 0.37
Time= 0.48
= Time= 0.6
——Time= 0.7
= Trajectory

Velocity
°
T

o 05 1 15 2 25
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Schémas de volumes finis sur maillage mobile

el + 05 % = — (U — ht))3p(e) (X)

-

n n At - n n
Uo+1 = Uo—a(flp(v )—f—1,0(v"))

n n At n
U1+1 =Uu - E(f3/2(V") —f1+/2(V )
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vitesse du fluide

et couches limites

05
s
04
@
03 «
.o
.o
.o
02 .®
J =
/“’J‘
o
ok
“o1l
02
-031 o
™
04
&
05 . 1 . . 1 . . ,
023 0235 024 0245 025 0255 026 0265 027
espace

Couplages fl

°
2

°
8

vitesse de la particule

0.015

0.005

0
0 0005

ide / particule

0.01

0.015

0.02

0.025
temps

0.03

0.035

0.04

0.045

0.05
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Définition des solutions

@ U est solution de Burgers sur {x > h(t)} et sur {x < h(t)},
o (U—,uy) € gA(hﬁ ﬁtraces vérifrﬂ les conditions d'interface),
e mh= (u= —uy) ht— # (conservation de I'impulsion totale).

On I%Im are u avec les c(t,x) =c_1,0 + Ccy1,~0. Pour tout Y positif

[u—c|(s,X)0:P(s, X —h(s)) + Dy (U, C)(S, X)OxW(s, X — h(s))dx ds
Ry R
1
>—A  disti((c—,c+), Ga('(s)))Y(s, 0) ds.
Ry
Pour montrer I'appartenance au germe, on utilise

V(e 64) € Ga(h' (1)), Ppigey (U (1), ©-) — Py (U (1), 64) > 0
= (U (1), UL (D) € G (D))

D B. Andreianov, K. H. Karlsen et N. H. Risebro. A theory of L!-dissipative solvers for scalar conservation laws

with discontinuous flux. Arch. Ration. Mech. Anal

D B. Andreianov et N. Seguin. Analysis of a Burgers equation with singular resonant source term and
convergence of well-balanced schemes. Discrete Contin. Dyn. Syst
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Une classe de schémas convergents

L]

g = uy — At"(J+1/2 fl12) u, )
our j £ {0, 1},
T 1 ug — At" (f1/2 B f_"l/z), Uu_
b = uf — Atn (f3/2 1n/2,+)’ 7 R
=y At(fl/z— f20)s /

TJ'_'|_1/2 g(J! j+1 n) f]_/2+ gi(ug1uf7Vn)-

Théoreme (A., Lagoutiere, Seguin)

Supposons que, pour tout (U—,U;) dans DU ,

2 2
g-(U—,up,Vv) = 5 —vu_ et g4 (U, up, V) = 5 —vuy, que
g—(v,v,v) —g+(v,v,v) =0 et que g— — g décroit selon ses deux
premiéres variables. Alors le schéma converge.
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Une classe de schémas convergents

Iu:'II — ujn _ At"(J+1/2 Jn_1/2) U+ )
our j £ {0, 1},
o 1 ug — At" (f1/2 B f_"l/z), u—
B = - 4% ax () =10 4 R
P=vr+ At(fl/z— f20)s /

T'_'|_1/2 g(J! J+1’ n) f]_/2+ gi(ug1uf7Vn)-

Théoreme (A., Lagoutiere, Seguin)

Sig—(u—,us,v) =g(u—,uy +A,v) et gy(u—,us,v) =g(u- — A, ug,Vv),
le schéma conserve D mais pas . Si de plus

g-(v,v,v) —g+(v,v,v) =0 et si g— — g, et 039 décroissent selon leurs
deux premiéres variables, alors le schéma converge.
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© Schémas numériques pour Euler/particule
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Schéma de Glimm sans particule
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Schéma de Glimm sans particule
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Schéma de Glimm sans particule
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Schéma de Glimm sans particule

Nina Aguillon (LJLL) Couplages fluide / particule 25 /29



Schéma de Glimm avec une particule
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Schéma numérique sans résolution du probléme de Riemann

(ur,un)

ur

e

€ Gp(0)

BN

+

Pour actualiser Ug on a besoin de connaitre |'état U”
Pour actualiser U7 on a besoin de connaitre I'état U}

a I'entrée de la particule.
a la sortie de la particule.

Stratégie pour la résolution exacte :
@ conditions d'interface : (UZ,U}) € Gp(0);
@ tout part a gauche entre UJ et UZ : ggog(Ug,UZ) = (U2);
@ tout part a droite entre U7 et U7 : ggog(UT, U7) = f(UT).

Nina Aguillon (LJLL)
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Schéma numérique sans résolution du probléme de Riemann

(UZ,Uf) € 6p(0)

£
n n n |\ n
ug / un ur | g

Pour actualiser Uy on a besoin de connaitre I'état U” a I'entrée de la particule.
Pour actualiser U7’ on a besoin de connaitre I'état U} a la sortie de la particule.

Stratégie pour la résolution exacte :
@ conditions d'interface : (UZ,U}) € Gp(0);
@ tout part a gauche entre UJ et UZ : ggog(Ug,UZ) = (U2);
@ tout part a droite entre U7 et U7 : ggog(UT, U7) = f(UT).

Relaxation des deux derniéres contraintes

(g(U7, UD) = FUD) =+ (F(UT) — g(Ug, Um)) = 0.

ondes entrant a gauche ondes entrant a droite
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Obstacle chauffant

densité vitesse
6 11
55 1
0.9
5
0.8
45
0.7
s
0.6
35 05
-01 -008 -006 -0.04 -0.02 o 002 004 006 008 01 -01 -008 -0.06 -004 -0.02 o 002 004 006 008 01
‘ — chauffage sans obstacle
pression température
8 25
75
24
7
6.5 23
i 22
ss
5 21
45—[% ’
.
19
35
3 1
-0.1 -008 -0.06 -0.04 -0.02 o 0.02 0.04 0.06 0.08 01 -01 -0.08 -006 -004 -0.02 o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
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Obstacle chauffant

densité vitesse
6 11
55 1
0.9
5
0.8
45
0.7
i
06
35 05
f%l 70133 70‘06 70114 7062 t; 062 01)4 ui)s 0‘08 0.1 Di?)l 702)8 70136 7064 70112 6 01)2 064 01)6 Dl)& 01
= chauffage sans obstacle
pression = obstacle qui ne chauffe pas température
75 T T T T T T T T 25 T T T T T T T
v 24
6.5
23
6
55 22
5 21
45
2
4
35 ’ 19
*%.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 o 0.02 0.04 0.06 0.08 01 1i0 1 -008 -006 -0.04 -0.02 o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
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Obstacle chauffant

densité vitesse
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@ Poursuite de I'analyse du modéle Euler / particule.
@ Limite grand nombre de particules, lien avec des modéles de sprays.
@ Gestion du mouvement de la particule sur maillage fixe.

@ Méthodes numériques sans résolution du probléme de Riemann.
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