
Couplages entre un fluide compressible et un obstacle
ponctuel

Nina Aguillon

Laboratoire Jacques Louis Lions, Université Pierre et Marie Curie

Travail avec Raul Borsche (Université de Kaiserslautern), Frédéric
Lagoutière (Université Paris Sud) et Nicolas Seguin (Université Pierre et

Marie Curie)

Séminaire du LJLL, vendredi 16 octobre 2015

Nina Aguillon (LJLL) Couplages fluide / particule 1 / 29



Le modèle

On propose des modèles de couplage entre

un obstacle (une particule) ponctuel(le), de masse m et de position h ;

un fluide compressible et non visqueux ;

qui n’ont pas la même vitesse.

Nina Aguillon (LJLL) Couplages fluide / particule 2 / 29



Euler / particule et Burgers / particule

L’interaction entre le fluide et la particule se fait à travers une force de
frottement qui tend à rapprocher leurs vitesses respectives.

Fluide décrit par les équations d’Euler





mh′′(t) = D
(
ρ(t, h(t)), ρ(t, h(t))

(
u(t, h(t)) − h′(t)

))
,

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,
∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + c2ρ) = −D(ρ, ρ(u − h′))δh(t)(x).

Fluide décrit par l’équation de Burgers
{

mh′′(t) = λ(u(t, h(t)) − h′(t)),
∂tu + ∂x

u2

2
= −λ(u(t, h(t)) − h′(t))δh(t)(x).
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mh′′(t) = λ(u(t, h(t)) − h′(t)),
∂tu + ∂x

u2

2
= −λ(u(t, h(t)) − h′(t))δh(t)(x).

Sens à donner à l’EDO ?

Sens du produit non-conservatif ?
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1 Euler / particule : problème de Riemann immobile bien posé

2 Burgers / particule : problème couplé bien posé

3 Schémas numériques pour Euler/particule

Nina Aguillon (LJLL) Couplages fluide / particule 3 / 29



Propriétés qualitatives (formelles) des solutions






mh′′(t) = D
(
ρ(t, h(t)), ρ(t, h(t))(u(t, h(t)) − h′(t))

)
,

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,
∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + c2ρ) = −D(ρ, ρ(u − h′))δh(t)(x).

Conservation de la masse du fluide : ρ−(u− − v) = ρ+(u+ − v).

ρ−, u−

ρ−, u−

ρ+, u+

ρ+, u+
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Propriétés qualitatives (formelles) des solutions






mh′′(t) = D
(
ρ(t, h(t)), ρ(t, h(t))(u(t, h(t)) − h′(t))

)
,

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,
∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + c2ρ) = −D(ρ, ρ(u − h′))δh(t)(x).

Conservation de la masse du fluide : ρ−(u− − v) = ρ+(u+ − v).

Conservation de l’impulsion totale

∫

R

ρu dx + mh′ :

mh′′(t) = (ρ− − ρ+)[c2 − (u− − h′)(u+ − h′)].

Décroissance de l’énergie totale

∫

R

ρu2 dx +
m
2

(h′)2.
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Définition du produit non conservatif

Pour plus de simplicité on prend D(ρ, ρu) = λρu avec λ > 0.

{
∂tρ+ ∂x(ρu) = 0

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + c2ρ) = −λρuδ0(x)
(1)

Comment définir le produit λρuδ0(x) ?
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Définition du produit non conservatif

Pour plus de simplicité on prend D(ρ, ρu) = λρu avec λ > 0.

{
∂tρ+ ∂x(ρu) = 0

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + c2ρ) = −λρuH ′
ε(x)

(1) H ′
ε

ε−ε
Comment définir le produit λρuδ0(x) ? En régularisant le Dirac.

Les valeurs en x = −ε et x = ε des solutions stationnaires de (1) et C1 par
morceaux sont indépendantes de Hε et de ε. Elles vérifient toujours les
mêmes relations :






ρ−u− = ρ+u+ := q,(
q2

ρ−
+ c2ρ−

)
−

(
q2

ρ+
+ c2ρ+

)
= λq,

0 < u− < c =⇒ 0 < u+ < c ,
−c < u+ < 0 =⇒ −c < u− < 0.
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Zoom à l’intérieur de l’obstacle I

{
∂tρ+ ∂x(ρu) = 0

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + c2ρ) = −λρuH ′
ε(x)

(1)

On cherche une solution stationnaire de (1) (qui dépend seulement de x).
Sur un intervalle où la solution est régulière on a

{
(ρu)′ = 0,
(ρu2 + c2ρ)′ = −λρuH ′

ε(x),

{
(ρu) = q,
(q2

ρ + c2ρ)′ = −λ(qHε)′(x).

Si la solution est discontinue en ξ ∈ (−ε, ε), alors

q(ξ−) = q(ξ+) et ρ(ξ−)ρ(ξ+) =
q2

c2
.

Ce choc est entropique si et seulement si u(ξ−) > c si q > 0 et
u(ξ+) < −c si q < 0. dessin au tableau
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Zoom à l’intérieur de l’obstacle II

{
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(ρu2 + c2ρ)′ = −λq

ρH ′
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Tranches du germe pour différents frottements
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Définition des solutions pour une particule immobile

De même on définit des conditions d’interfaces pour tout frottement D.

On voit la particule comme une interface, à travers laquelle on impose les
relations précédentes.

{
∂tρ+ ∂x(ρu) = 0, t ∈ R+, x ∈ R,
∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + c2ρ) = −D(ρ, ρu)δ0(x),






∂tρ+ ∂x(ρu) = 0, t ∈ R+, x 6= 0,
∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + c2ρ) = 0,

((ρ−, u−), (ρ+, u+)) ∈ GD(0),





ρ−u−=ρ+(t)u+:=q,
(

q2

ρ
−

+c2ρ−

)

−
(

q2

ρ+
+c2ρ+

)

=λq,

subsonique en entrée ⇒ subsonique en sortie
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Problème de Riemann
{
∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,
∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + c2ρ) = −D(ρ, ρu)δ0,

{
ρ|t=0 = ρL1x<0 + ρR1x>0,
u|t=0 = uL1x<0 + uR1x>0.

Théorème (A.)
Soit q = ρu la quantité de mouvement du fluide. Si la force de frottement

D : R
∗
+ × R −→ R

(ρ, q) 7→ D(ρ, q)

a le même signe que u, et si

pour tout ρ > 0, q 7→ D(ρ, q) est croissante ;

pour tout q 6= 0, ρ 7→ |D(ρ, q)| est décroissante ;

alors le problème de Riemann a une unique solution autosemblable.

D(ρ, u) = ρu|u|, D(ρ, q) = q|q|
ρ : existence et unicité ;

D(ρ, u) = ρ4u, D(ρ, q) = ρ3q : jusqu’à trois solutions.
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Allures subsonique et supersonique

-> vidéo
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Asymptotiques

Considérons le frottement Dλ(ρ, ρu) = λD1(ρ, ρu).

λ→ +∞ : la particule devient un mur rigide.

λ→ 0 : la particule disparait.
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Structure de la preuve + pourquoi trois solutions ?

x/t

UL
UR

U−

U+

GD(0)

ρu

ρ
u = c

u = −c

ρu

ρ

u = c

u = −c
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Problème de Riemann pour Euler sans particule
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Problème de Riemann pour Euler avec particule
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Problème entièrement couplé

La position de la particule fait maintenant partie des inconnues.






∂tρ+ ∂x(ρu) = 0, t ∈ R+, x ∈ R,
∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + c2ρ) = −D(ρ, ρ(u − h′))δh(t)(x),
mh′′(t) = D(ρ, ρ(u − h′)).

On reformule l’EDO en utilisant la conservation de l’impulsion totale.





∂tρ+ ∂x(ρu) = 0, t ∈ R+, x 6= h(t),
∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + c2ρ) = 0,

((ρ−, u−), (ρ+, u+)) ∈ GD(h′),




ρ−(u−−h′)=ρ+(t)(u+−h′):=α,
(

α
2

ρ
−

+c2ρ−
)

−
(

α
2

ρ+
+c2ρ+

)

=λα,

subsonique en entrée ⇒ subsonique en sortie





mh′′(t) = (ρ− − ρ+)[c2 − (u− − h′)(u+ − h′)].
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Quelques propriétés du problème couplé

La particule va plus ou moins vite que le fluide : ρ−(u− − h′) = ρ+(u+ − h′).

mh′′ = D(ρ, ρ(u − h′)) VS mh′′ = (ρ− − ρ+)[c2 − (u− − h′)(u+ − h′)]

L’accélération de la particule a le bon signe. L’énergie totale décroit.

Existence locale
pour des données initiales
subsoniques vérifiant les conditions
d’interface.

On obtient un système
d’EDO liant ρ−(t), ρ+(t),
α(t) and v(t).

On étend la solution au
domaine tout entier par la
méthode des caractéristiques.

t

x
h
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Bille chutant dans un tube

Bille chutant dans un tube de longueur 1m.






mh′′ = λ(u(t, h(t)) − h′(t)) − mg − νI (h′),
∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,
∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + c2ρ) = −λ(u − h′)δh(t)(x) − gρ− νS(ρ, u),
ρ0 = 1/225, u0 = 0, h(0) = 0.35, h′(0) = −2.5,
λ = 5 m2.kg .s−1, g = 9.81, c = 15,
νS(ρ, u) = 10−8ρu|u|, νI (h′) = 10−2h′.

R. Borsche, R. M. Colombo, M. Garavello
On the Interactions between a Solid Body and a Compressible Inviscid
Fluid
Interfaces and Free Boundaries
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Bille chutant dans un tube
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1 Euler / particule : problème de Riemann immobile bien posé

2 Burgers / particule : problème couplé bien posé

3 Schémas numériques pour Euler/particule
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Le couplage Burgers/particule

{
∂tu + ∂x

u2

2
= −λ(u − h′)δh(t)(x),

mh′′(t) = λ[u(t, h(t)) − h′(t)].

u−

u+

F. Lagoutière, N. Seguin et T. Takahashi. A simple 1D model of inviscid fluid-solid

interaction. J. Differential Equations

B. Andreianov, F. Lagoutière, N. Seguin et T. Takahashi. Well-posedness for a

one-dimensional fluid-particle interaction model. SIAM J. Appl. Math.
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Le couplage Burgers/particule

{
∂tu + ∂x

u2

2
= −λ(u − h′)δh(t)(x),

mh′′(t) = λ[u(t, h(t)) − h′(t)].

Théorème (ALST)
Le problème de Cauchy est bien posé.

u−

u+ (v , v)

λ

F. Lagoutière, N. Seguin et T. Takahashi. A simple 1D model of inviscid fluid-solid

interaction. J. Differential Equations

B. Andreianov, F. Lagoutière, N. Seguin et T. Takahashi. Well-posedness for a

one-dimensional fluid-particle interaction model. SIAM J. Appl. Math.
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Comportement qualitatif

La particule entraine le fluide à vitesse au plus λ ;

sa vitesse se relaxe vers
u− + u+
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Schémas de volumes finis sur maillage mobile

∂tu + ∂x
u2

2
= −λ(u − h′(t))δh(t)(x)

vn

un+1
0 = un

0−
∆t
∆x

(f −
1/2(vn)−f−1/2(vn))

un+1
1 = un

1 −
∆t
∆x

(f3/2(vn)− f +
1/2(vn))
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Convergence et couches limites
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Définition des solutions

u est solution de Burgers sur {x > h(t)} et sur {x < h(t)},
(u−, u+) ∈ Gλ(h′) (les traces vérifient les conditions d’interface),

mh′′ = (u− − u+)
(

h′ − u−+u+
2

)
(conservation de l’impulsion totale).

On compare u avec les c(t, x) = c−1x<0 + c+1x>0. Pour tout ψ positif
∫

R+

∫

R
|u − c |(s, x)∂tψ(s, x − h(s)) + Φh′(t)(u, c)(s, x)∂xψ(s, x − h(s))dx ds

≥ −A
∫

R+

dist1((c−, c+),Gλ(h′(s)))ψ(s, 0) ds.

Pour montrer l’appartenance au germe, on utilise

∀(c−, c+) ∈ Gλ(h′(t)), Φh′(t)(u−(t), c−) − Φh′(t)(u+(t), c+) ≥ 0
⇒ (u−(t), u+(t)) ∈ Gλ(h′(t))

B. Andreianov, K. H. Karlsen et N. H. Risebro. A theory of L1-dissipative solvers for scalar conservation laws

with discontinuous flux. Arch. Ration. Mech. Anal.

B. Andreianov et N. Seguin. Analysis of a Burgers equation with singular resonant source term and

convergence of well-balanced schemes. Discrete Contin. Dyn. Syst.
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Une classe de schémas convergents






un+1
j = un

j − ∆tn

∆x
(f n

j+1/2 − f n
j−1/2)

pour j /∈ {0, 1},

un+1
0 = un

0 − ∆tn

∆x
(f n

1/2,− − f n
−1/2),

un+1
1 = un

1 − ∆tn

∆x
(f n

3/2 − f n
1/2,+),

vn+1 = vn + ∆t
m

(f n
1/2,− − f n

1/2,+),

f n
j+1/2 = g(un

j , u
n
j+1, v

n), f n
1/2,± = g±(un

0 , un
1 , vn).

u−

u+
T

D

R

Théorème (A., Lagoutière, Seguin)
Supposons que, pour tout (u−, u+) dans D ∪ T (v),
g−(u−, u+, v) = u2

−

2
− vu− et g+(u−, u+, v) = u2

+

2
− vu+, que

g−(v , v , v) − g+(v , v , v) = 0 et que g− − g+ décroît selon ses deux
premières variables. Alors le schéma converge.
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Une classe de schémas convergents






un+1
j = un

j − ∆tn

∆x
(f n

j+1/2 − f n
j−1/2)

pour j /∈ {0, 1},

un+1
0 = un

0 − ∆tn

∆x
(f n

1/2,− − f n
−1/2),

un+1
1 = un

1 − ∆tn

∆x
(f n

3/2 − f n
1/2,+),

vn+1 = vn + ∆t
m

(f n
1/2,− − f n

1/2,+),

f n
j+1/2 = g(un

j , u
n
j+1, v

n), f n
1/2,± = g±(un

0 , un
1 , vn).

u−

u+
T

D

R

Théorème (A., Lagoutière, Seguin)
Si g−(u−, u+, v) = g(u−, u+ + λ, v) et g+(u−, u+, v) = g(u− − λ, u+, v),
le schéma conserve D mais pas T (v). Si de plus
g−(v , v , v) − g+(v , v , v) = 0 et si g− − g+ et ∂3g décroissent selon leurs
deux premières variables, alors le schéma converge.
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1 Euler / particule : problème de Riemann immobile bien posé

2 Burgers / particule : problème couplé bien posé

3 Schémas numériques pour Euler/particule
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Schéma de Glimm sans particule

U0
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Schéma de Glimm sans particule
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Schéma de Glimm sans particule
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Schéma de Glimm sans particule

U1
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Schéma de Glimm avec une particule
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Schéma numérique sans résolution du problème de Riemann

Un
0 Un

1Un
− Un

+

(Un
−,Un

+) ∈ GD(0)

Pour actualiser Un
0 on a besoin de connaitre l’état Un

− à l’entrée de la particule.

Pour actualiser Un
1 on a besoin de connaitre l’état Un

+ à la sortie de la particule.

Stratégie pour la résolution exacte :

conditions d’interface : (Un
−,Un

+) ∈ GD(0) ;

tout part à gauche entre Un
0 et Un

− : gGod (Un
0 ,Un

−) = f (Un
−) ;

tout part à droite entre Un
+ et Un

1 : gGod (Un
+,Un

1 ) = f (Un
+).
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Schéma numérique sans résolution du problème de Riemann

Un
0 Un

1Un
− Un

+

(Un
−,Un

+) ∈ GD(0)

Pour actualiser Un
0 on a besoin de connaitre l’état Un

− à l’entrée de la particule.

Pour actualiser Un
1 on a besoin de connaitre l’état Un

+ à la sortie de la particule.

Stratégie pour la résolution exacte :

conditions d’interface : (Un
−,Un

+) ∈ GD(0) ;

tout part à gauche entre Un
0 et Un

− : gGod (Un
0 ,Un

−) = f (Un
−) ;

tout part à droite entre Un
+ et Un

1 : gGod (Un
+,Un

1 ) = f (Un
+).

Relaxation des deux dernières contraintes

(g(Un
+,U

n
1 ) − f (Un

+))
︸ ︷︷ ︸

ondes entrant à gauche

+ (f (Un
−) − g(Un

0 ,U
n
−))

︸ ︷︷ ︸
ondes entrant à droite

= 0.
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Obstacle chauffant

−0.1 −0.08 −0.06 −0.04 −0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
3

3.5

4

4.5

5

5.5

6
densité

 

 

−0.1 −0.08 −0.06 −0.04 −0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1
vitesse

−0.1 −0.08 −0.06 −0.04 −0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
3

3.5

4

4.5

5

5.5

6

6.5

7

7.5

8
pression

−0.1 −0.08 −0.06 −0.04 −0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
1.8

1.9

2

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5
température

chauffage sans obstacle

Nina Aguillon (LJLL) Couplages fluide / particule 28 / 29



Obstacle chauffant

−0.1 −0.08 −0.06 −0.04 −0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
3

3.5

4

4.5

5

5.5

6
densité

 

 

−0.1 −0.08 −0.06 −0.04 −0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1
vitesse

−0.1 −0.08 −0.06 −0.04 −0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
3

3.5

4

4.5

5

5.5

6

6.5

7

7.5
pression

−0.1 −0.08 −0.06 −0.04 −0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
1.8

1.9

2

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5
température

chauffage sans obstacle
obstacle qui ne chauffe pas

Nina Aguillon (LJLL) Couplages fluide / particule 28 / 29



Obstacle chauffant

−0.1 −0.08 −0.06 −0.04 −0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
3

3.5

4

4.5

5

5.5

6
densité

 

 

−0.1 −0.08 −0.06 −0.04 −0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1
vitesse

−0.1 −0.08 −0.06 −0.04 −0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
3

3.5

4

4.5

5

5.5

6

6.5

7

7.5
pression

−0.1 −0.08 −0.06 −0.04 −0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
1.8

1.9

2

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5
température

chauffage sans obstacle
obstacle qui ne chauffe pas
obstacle qui chauffe

Nina Aguillon (LJLL) Couplages fluide / particule 28 / 29



Perspectives

Poursuite de l’analyse du modèle Euler / particule.

Limite grand nombre de particules, lien avec des modèles de sprays.

Gestion du mouvement de la particule sur maillage fixe.

Méthodes numériques sans résolution du problème de Riemann.
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